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Let E be a subgroup of the unit group of an algebraic number field K. The 
archimedian primes of K define a metric structure on K, and one may ask for 
metric extremum conditions which characterize systems of generators of E. This 
question can be answered partially if E has rank 1 or 2. The results are analogs to 
theorems of H. Hasse, Abh. Deutsch. Akad. Wiss. Berlin 1948, No. 2 (1950)) and 
H. W. Leopoldt (X-B. Bayer. Akad. Wiss. (1956), 4148). 
1 
Sei K ein algebraischer Zahlkorper vom Grade n > 2, r, die Anzahl der 
reellen Konjugierten und r2 die Anzahl der Paare konjugiert komplexer 
Konjugierter von K; dann ist n = r, + 2rz, r = r, + rz ist die Anzahl der 
unendlichen Primstellen von K, und die Einheitengruppe EK von K ist 
direktes Produkt der Gruppe W, der in K enthaltenen Einheitswurzeln und 
einer freien abelschen Gruppe vom Rang r - 1 (Dirichlet, 1840). 
q~, ,..., q,: K + IR seien die normierten archimedischen Bewertungen von K, 
die man wie folgt erhiilt: sind CT~,..., 0,: K + Cc die verschiedenen Einbet- 
tungen von K in Cc, o,.(K) G I? fur i = I,..., rI, ui = CJ~+~, fur i = rl + l,..., r = 
r, + r2, und ist 1 . ) der gewtihnliche Absolutbetrag auf @, so hat man fur alle 
aEK 
Pi(a) = ld4l fur i=l,..., r,, 
= I ~t@>l’ fur i= rl + l,..., r. 
v),,..., q~, definieren auf K eine metrische Struktur, und es erhebt sich die 
Frage, ob der oben formulierte Dirichlet’sche Satz iiber die algebraische 
Struktur von E, sich dahingehend ergiinzen IiilJt, da13 man Erzeugenden- 
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systerne von E, durch metrische Extremalbedingungen kennzeichnen kann. 
1st r - 1 = 1, also EK/ W, zyklisch, so ist diese Aufgabe einfach zu liisen: 
ist coEER und iE {1,2} mit 
pi(Eo) = min{cp,(&> ( E E E,, Vi(E) > l}, 
so ist E, Erzeugende von E, modulo WK. 
Im Falle r - 1 = 2 wurde von Berwick [2] das folgende Resultat bewiesen: 
FiiriE(1,2,3)seieiEEKmita)j(ei)<1fiirj#iund 
pi = min((Di(s) ( E E E,, vi(&) > 1, vi(e) < 1 fur j # i}; 
dann bilden je zwei der Einheiten E r, s2, E, ein Erzeugendensystem von E, 
modulo WK. 
Im Falle eines totalreellen kubischen Zahlkorpers (r = rl = 3) fiihrte 
Godwin [5] die Funktion 
S(E) =+ 2 [ai - uj(&)]* 
l(i<j<3 
ein; sind dann E, E E,, s2 E EK\(i~l)’ mit 
S(EJ = min{S@) 1 E E E,, E # AZ 1). 
S(eJ = min{S(c) ] E E EK, E 6Z (s,)) 
so vermutete er, daB (von endlich vielen Ausnahmen abgesehen) si, e2 ein 
Erzeugendensystem von E, modulo W, bilden (fur Details siehe [4]). 
Hasse [8] betrachtete fur totalreelle zyklische kubische und biquadratische 
Zahlkorper die Funktion Sp,,(e*) und zeigte: ist Ei die 
Relativeinheitengruppe von K (d.i. die Gruppe aller Einheiten von K, deren 
Normen in bezug auf jeden echten Teilkorper Einheitswurzeln sind), ist 
e0 E Eg mit 
Silo = min{Sp,o(e*) I e E E,*\W,I 
und EL eine Konjugierte von E,, so folgt 
E,* = (-1, E,, E;). 
Leopoldt [lo] bewies ein ahnliches Resultat mit der Funktion 
Sp,o(e* + e-*) fur totalreelle zyklische kubische, biquadratische und 
bikubische Zahlkorper; fiir weitere Resultate in dieser Richtung siehe [3]. 
’ (x, y ,...) ist die von x, y ,... erzeugte Gruppe. 
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In der vorliegenden Arbeit fiihren wir die Ansiitze von Godwin, Hasse und 
Leopoldt weiter. Wir betrachten die fur alle u E K definierten Funktionen 
F,(U) = + [Pi(a)f + Vi(a)-‘] 
i2* 
und 
S,(a) = i q+(a)’ 
i=l 
fur I E IR + und zeigen, wie man damit in Einheitengruppen vom Rang 1 oder 
2 Erzeugende kennzeichnen kann. 
2 
Wir behalten die zu Beginn der Arbeit eingefiihrten Bezeichnungen bei und 
stellen zunachst die wichtigsten Eigenschaften der Funktionen F, und S, 
zusammen. 
LEMMA 1. Seien M, t E R + ; dann gibt es hiichstens endlich viele ganz- 
algebra&he Zahlen a vom Grade n mit F,(a) < M bzw. S,(u) ,< M. 
Beweis. Es gibt nur endlich viele ganz-algebraische Zahlen vom Grade n, 
deren slimtliche Konjugierten in einem beschriinkten Bereich der komplexen 
Ebene liegen. 
LEMMA 2. Sei K ein algebraischer Zahlktirper vom Grade 
n=r,+2r,>2, r=r,$r, und tER+; dann giltfur alle a,bER und 
m>2: 
(a> [Wr) F&>l” G (1/W F,WY, mit Gleichheitszeichen genau 
dunn, wenn q,(a) = ... = q,(a) = 1; 
@I I(W) S&)1” Q (l/r) UO mit Gleichheitszeichen genau dann, 
wenn p,(a) = a.. = q,(a); 
(c) F,(a) = F,(a- ‘1; 
(d) (l/r) . ]Lk&(a)jf. S,(a-‘) < [(l/r) Sr(a)]‘-‘, mit Gleichheits- 
eichen genau dunn, wenn (pl (a) = e . . = p,(a); 
(e) F&b) <F,(a) e F,(b), S,(ab) Q s,(a) - S,(b); 
(f) Ist K totalreell und t = 2s mit s E N, so ist 
F;(a) = @,,,(a + a-9, s,(a) = OKlan(a’). 
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Beweis. Sind xi,..., x, nicht-negative reelle Zahlen, so gelten die 
folgenden Ungleichungen: 
mit Gleichheitszeichen genau dann, wenn x, = . . . = x, ([ 6, Theorem 161); 
mit Gleichheitszeichen genau dann, wenn x, = . . . = x, [6, Theorem 521. 
(a) und (b) folgen nun unmittelbar aus (i), (c) ist trivial, und (d) folgt aus 
(ii) unter Beachtung von ]J’&(Q)] = fl;= i qi(a), (e) folgt aus der fur positive 
reelle Zahlen x, ,..., x,, y, ,..., yr giiltigen Ungleichung 
und (f) ist klar. 
Sei nun A eine freie abelsche Gruppe vom Rang 1 (also A N Z), 
A’=A\(l} undf:A’ -+ [ 1, co) eine Abbildung mit 
f(a)” < fW> 
fur alle a E A’ und m > 2. 1st dann a, E A’ mit 
f(a,)=min(f(a))uEA’}, 
so folgt 
A = (a,). 
Wendet man diesen Sachverhalt gemeinsam mit Lemma 2(a) bzw. 2(b) auf 
die Einheitentheorie algebraischer Zahlkiirper an, so folgt: 
SATZ 1. Sei K ein ulgebruischer Zuhlkiirper vom Grade n = r, + 2r2, 
fER+, E eine Untergruppe von E,, E C$ W, und eg E E mit 
F&) = min{FI(s) ( E E E\W,} 
bzw. 
St(so) = min{S,(s) ] E E E\W,}. 
Dunn ist E, nicht von der Form E,, = WEE mit w E W,, E E E, m > 2, also zu 
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einer Basis von E module W, erg&bar; ist insbesondere E W,/ W, 
zyklisch, so ist E, eine Erzeugende von E modulo WK. 
3 
Das folgende Lemma bildet die algebraische Grundlage fiir die 
Auszeichnung von Erzeugenden in Einheitengruppen vom Rang 2: 
LEMMA 3. Sei A eine freie abelsche Gruppe vom Rang 2, A’ = A\{ I}, 
YER y>L IEN+ und f : A’ --) [y, co) eine Abbildung mit folgenden 
Eigenschaften : 
(1) f(a)” <f(a”)fiir alle a E A’, m > 2; 
(2) f(ab) < yf(a)f(b) fur alle a, b E A’ mit ab # 1; 
(3) f(a-‘) <f(a)‘ftir alle a E A’. 
Seien a, E A’, a, E A\(a,) mit 
f(a,) = min(f(a) I a EA’}, 
f@,) = min{f(a> I a EA\(ahL 
und sei 
Dann gilt: 
e= (A: (a,,a,)). 
(a) e(max{2,21-1) unde<max{(41+2)/3,1+7}; 
(b) im Falle I = 1 ist genau dann e = 2, wenn es ein a E A gibt mit 
a2 = aI a2 undf (a) < dm 
Beweis. Wegen (1) und y > 1 ist a, keine Potenz in A, also (a,) ein 
direkter Faktor; folglich ist such a2 keine Potenz, und a,, a2 sind 
unabhangig, woraus e < 00 folgt. 1st e > 2, so gibt es ein b E A’ mit 
be=aiai, 1 <s<e/2,(e,s)= 1 und t=*l. 
1st nun e = 2, so folgt b2 = a, a: ‘, also gibt es ein a E A mit 
2 a =a,a,, 
und dann gilt 
f(a)’ <f(a’) < rfWf(a2>; 
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umgekehrt folgt aus der Existenz eines Q E A mit obigen Eigenschaften 2 1 e, 
und daher geniigt es, Aussage (a) des Lemmas unter der Voraussetzung e > 3 
zu beweisen. 
Sei also e > 3; dann ist s < (e - 1)/2, und aus t = 1 folgte 
f(%)’ <f(b)’ ev’) < r”f(a,)“f(a*) Gf(%)2s+‘9 
woraus sich mit e < 2(e - 2s) + 3 Q e ein Widerspruch ergibt. Ware s = 
(e + 2)/4, so wire e gerade, und aus 
(a,b-*)ef* = a~-Wa, 
folgte 
f(a2)“’ <f(u, b-*y” < y”-2U“f(u,)‘e-Z”“f(u2) < f(u,)“‘, 
also e < 2s + 1, s > (e- 1)/2, ein Widerspruch; daher ist t = -1. Ware 
s > (e + 3)/4, so ware 1 < e - 2s < (e - 3)/2, und aus 
(u,b-*)‘= UT-*%I; 
folgte 
f(u,)‘<f(u,b-*)’ < ye-2s+If(ul)e-2sf(u2)2 
2(6?-2s)+3 
GfG72) 9 




J-N,) <f(b)’ < fW1)“f(a,) Cf(a2)‘“+’ 
e<2s+Z-l,<(et1)/2tI-1, 
also e<21- 1. 
1st s = (e t 1)/4, so folgt 
(q b-‘)e = a;‘& 
also 
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und daraus e < I + 7. Im Falle s = e/4 ist notwendig s = 1 und e = 4 < 1 + 7. 
Ware (e + 7)/S < s < (e - 1)/4, so ware 1 ( e - 4s < (e - 7)/2, und aus 
(a, b-4)e = u;-4su; 
folgte 
f(a2)‘<f(a,b-4)e < ~‘-4”+3f(u,)e-4y+z,)4 <f(u*)2(e-4s)+7, 
also e < 2(e - 4s) + 7 < e, ein Widerspruch. 
Es bleibt also der Fall s < (e + 6)/8 zu betrachten, und in diesem Falle 
folgt aus be = ai a; ’ 
also 
e<2s+I-l,<(e+6)/4+1-1 
und damit e < (41+ 2)/3. Q.E.D. 
Fiir Einheitengruppen in algebraischen Zahlkiirpern folgt aus Lemma 2 
und Lemma 3 nun unmittelbar : 
SATZ 2. Sei K ein ulgebruischer Zuhlkiirper vom Grade n = r, t 2r,, 
r = rI t r2, t E IR + , E eine Untergruppe von EK vom Rang 2 (d.h., E WJ W, 
ist freie ubelsche Gruppe vom Rung 2) und En W, = (w). 
A. Seien E, E E\(w), E* E E\(w, cl) mit 
F,(E,) = min{Ft(s) I E E E\(w)}, 
Ft(t2) = min{F,(e) I F E E\(w, E,)}; 
ist dunn F:,(E,) > 4r2, so folgt 
(E: (w, ~1, ~2)) < 2. 
B. Seien E, E E\(w), t2 E E\(w, E,) mit 
S,(q) = min{S,(e) I E E E\(w)}, 
Stb2) = min{S&) I c E E\(w, q)}; 
ist dann S*(&J > r2, so folgt 
(E: (w, cl, e2)) & Q(r) 
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mit 
O(r) = min 2r - 3, max I 4r-2 3, r+6 . )I 
Beweis. Man setze in Lemma 3 
A = EWJW, 
und betrachte die (auf Nebenklassen modulo W, wohldefinierten) 
Funktionen 
f@ * WK) = (W) * I;I(&) 
bzw. 
mity=2rbzw. y=rundl=l bzw.I=r-1. 
Bemerkungen. (a) Bei festem n E N und t E R + ist die Voraussetzung 
F1(eI) >, 4rZ bzw. SI(a,) > r2 fiir fast alle Zahlkorper K vom Grade n erfiillt; 
wahlt man t nur geniigend grol3, so ist Irt(al) > 4r2 bzw. St@,) > r* fiir alle 
Zahlkorper K vom Grade n. 
(b) 1st E eine beliebige Untergruppe von E, und wiihlt man E,, e2 E E 
wie in A., so gibt es einen direkten Faktor E, von E mit (E,: (w, E,, c2)) Q 2 
(d.h., E, , s2 kiinnen “fast” zu einer Basis von E i ergiinzt werden); analoges 
gilt fur B. 
(c) In A. gilt genau dann (E: (w, E,, e2)) = 2, wenn es ein E E E und 
ein < E En W, gibt mit E* = 6, E, und FI(e) < 2r. FI(&,)FI(e2). Aus dem 
Beweis von Lemma 3 lassen sich such weitere Bedingungen dieser Art ffir B. 
leicht ableiten. 
(d) Aussagen vom obigen Typ kann man natiirlich such mit anderen 
Funktionen erhalten, etwa mit 
M,(a) = (i %ol) ’ (,$ %W’) - 
i= 1 
4 
Als erste konkrete Anwendung betrachten wir den Fall totalreeller 
kubischer Zahlkorper und erhalten die folgende Ausdehnung der S&e von 
Hasse [8] und Leopoldt [lo] auf den nicht-zyklischen Fall. 
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SATZ 3. Sei K ein totalreeller kubischer Zahlktirper. 
A. Seien c1 E EK\(-I), Ed E EK\(-1, E,) mit 
Sp&c: + E;‘) = min{Sp,,(e2 + E-') ( E E EK\(-l)}, 
SpKIQ(c: + E;*) = min{SpK/Q(e2 + E-') I E E EK\(-1, E,)}; 
dann folgt 
6%: (-1, E,, ~2)) & 2. 
B. Seien E, , E, E EK mit 
SP&:) = min{SpWQ(c2) I E E EK\(-l)}, 
SPW&) = min{SpWQ(&2) I E E EK\(-1, E,)}; 
dann folgt 
(E,: (-1, ~1, ~2)) < 3. 
Beweis. Im Falle Sp&&: + c;*)> 36 bzw. Sp&c:) > 9 folgt die 
Behauptung nach Satz 2. Urn nun alle totalreellen kubischen Einheiten E mit 
axc,,~ (s2 t sT2) < 35 bzw. SpK,JeZ) < 8 zu bestimmen, setzen wir das 
Minimalpolynom von E an in der Form 
32-ac2tba-l=0 mit a,bEZ; 
dann ist 
SpQ(&c2 t E-*) = (a” + b*) - 2(a t b), 
SP,,,,&‘) = a2 - 2b, 
und unter Beriicksichtigung von 
D(E) = a2b2 t 18ab - 4a3 - 4b3 - 27 > 0 
folgt (siehe such [4, Lemma 11): 
1st SJ&),Q(E2 t E-2) Q 35, so ist Q(E) entweder einer der zyklischen 
kubischen Korper mit Fiihrer 7, 9, 13 oder 19, oder Q(e) ist ein nicht- 
zyklischer totalreeller kubischer Korper mit Diskriminante 148, 229, 257, 
321, 404, 469 oder 473. 1st SpQcrua (E*) < 8, so ist a(s) entweder einer der 
zyklischen kubischen K&per mit Fiihrer 7 oder 9, oder Q(E) ist ein nicht- 
zyklischer totalreeller kubischer Kiirper mit Diskriminante 148 oder 229. In 
diesen Fallen kann man die Behauptung des Satzes unter Zuhilfenahme der 
Tabellen von Angel1 [ 1 ] leicht nachrechnen. Q.E.D. 
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Als nachstes bestimmen wir fur die iibrigen algebraischen ZahlkGrper vom 
Einheitenrang 2 ein t E iR + , welches die Voraussetzungen von Satz 2 erftillt. 
Dabei beschrlnken wir uns auf primitive K&per, denn im Falle der Existenz 
von Zwischenkorpern ist es einfacher, die Einheitengruppe aus der 
Einheitengruppe des Zwischenkorpers und der Relativeinheitengruppe 
aufzubauen (vgl. 5.). 
SATZ 4. Sei K ein algebra&her Zahlkiirper vom Grade n = rl t 2rz, sei 
r, t r2 = 3 und habe KJQ keine echten Zwischenktirper. Sei 0, die relle 
Nullstelle der Gleichung X3 -X - 1 = 0 und t E F? + ; dann ist ftir alle 
E E 4AWK 
Ff(e)>Obta+ 1 und Sf(E) 2 fl t 1. 
Beweis. Da K primitiv ist, sind E und E- ’ nicht konjugiert, und es ist (bei 
geeigneter Numerierung der unendlichen Primstellen) entweder 
%(E) < 19 (PZ(E) > 13 P3b) > 1 
PI(E) > 13 V)Z@) < 1, IPJ(E) < 1. 
Nach [ 111 ist im ersten Falle V)*(E) - (p3(s) > O,, also 
und im zweiten Falle (P,(E) >, O,, woraus die Behauptung folgt. Q.E.D. 
5 
Einheitengruppen kleiner Range treten such als Relativeinheitengruppen 
fiir ZahlkGrper hiiheren Grades auf. 1st K/k eine endliche Erweiterung 
algebraischer Zahlkiirper, so versteht man unter der Relativeinheitengruppe 
von K/k die Gruppe 
Sei im folgenden [K : k] = n und 
[K:Q]=R, +2R,,R=R, tR,, 
[k:Q]= r, t2r2,r=rl+rz, 
wobei R,, rl die Anzahl der reellen und R,, r2 die An&l der Paare 
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konjugiert-komplexer Konjugierter bezeichnet. Dann ist W, c E,, , und 
EKI J W, ist eine freie abelsche Gruppe vom Rang 
r K,k = R - r. 
Die folgende Tabelle gibt eine ijbersicht iiber alle Fllle mit rwk < 2 und 
k#Q: 











r, - 1 
rl - 2 
r, +2 





1st n = 2, so gilt fur alle E E EXIk 
S,(&-1) = St(E) = $q&), 
und Lemmata 2 und 3 liefern in diesem Falle die folgende Verschiirfung von 
Satz 2: 
SATZ 5. Sei K/k eine relativ-quadratische Erweiterung algebraischer 
Zahlkiirper, t E: IF? + , E eine Untergruppe von E,, vom Rang 2 und 
E (7 W, = (w); seien E, E E\(w), E, E E\(w, E,) mit 
S,(E,) = min{S&) I E E E\(w)}, 
St@,) = min{S&) 1 E E E\(w, E,)}. 
Ist dann S,(E,) > R2, so folgt 
(E : (w, ~1, ~2)) Q 2. 
Bemerkung. 1st K ein totalreeller biquadratischer Zahlklirper mit 
quadratischem Teilkorper k (rl = 2, R, = 4, r2 = R, = 0) und t = 2, so erhlilt 
man eine Ausdehnung der von Hasse [8] und Leopoldt [IO] im zyklischen 
Fall bewiesenen Resultate, falls nur Sp,,(e2) > 16 fur alle E E E,,; eine 
einfache Rechnung zeigt, dag dies insbesondere stets dann erfiillt ist, wenn 
die Diskriminante von k griil3er ist als 140. 
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1st K/k eine endliche Erweiterung algebraischer Zahlkorper, so liefert die 
durch NW,: E, + E, induzierte exakte Sequenz 
l*EXIk.Ek+EKaEk/E;. W, 
die Abschltzung 
(E, : EK,k . Ek) I nr- ‘9 
welche sich im relativ-quadratischen Fall wie folgt verschlirfen W3t: 
SATZ 6. Sei K/k eine relativ-quadratische Erweiterung algebraischer 
Zahlktirper. Dann gilt 
(E,c : E,, . Ek)) 2R-‘+l-6 
mit 
2’ = (J'i,&,, : W;), 
also 6 = 0 oder 6 = 1. 
Beweis. Sei u die erzeugende Substitution von K/k und E& = 
{E E E, ( J&(E) = 1 }. Dann ist Ek-” s E&, und fiir E E E,& ist ca = E- ‘; 
damit erhalten wir nun eine exakte Sequenz 
1+ E&E, + E, ti E&,/E&:, . 
und daraus wegen (EwA : E&) ( 00 
(E,:E&k.Ek)12R-r+‘; 
ferner ist 
und daraus folgt die Behauptung. Q.E.D. 
6 
AbschlieBend betrachten wir noch die Einheitengruppen in Kiirpern K 
6. Grades, welche sich als Kompositum eines quadratischen Zahlkijrpers k, 
und eines kubischen Zablkiirpers k, schreiben lassen. Sei 
EK* = EK,k2 n EK/k, 
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die Relativeinheitengruppe von K im Sinne von Leopoldt. Dann ist E, eine 
Einheitengruppe vom Rang 
falls k, reell, k, totalreell, 
falls k, einfach-reel& 
falls k, imaginiir, k, totalreell, 
und 
Q=(EK:Ek/Ek/E;)< co. 
Es ist Ek2 - Ewk2 f~ EkJ - Ewk, = Ek2 - E,, . E,*, und da (EK : Ekl . E&, 
(Ek : Ekj . EKlk,) teilerfremd sind, folgt 
Q = C% : Ek2 . Em,) - (E, : 4, - EmJ 
also nach Satz 6 und der zuvor gemachten Bemerkung: 
Q teilt ‘:I 
1 
falls k, reell, k, totalreell, 
falls k, reell, k, einfach-reel], 
2, falls k, imaginiir. 
Fur allgemeinere Resultat siehe [9]; ein Spezialfall wurde bereits in [ 121 
behandelt. 
1st K totalreell, so ist r* = 2 und Ez G Ewkl, also Satz 5 anwendbar; fur 
t = 2 ist St(e) = Z&,o(s*), und man erhiilt eine Ausdehnung des in [lo] fur 
zyklische K&per bewiesenen Satzes, falls Sp,o(s*) > 36 fur alle E E Ez ; 
eine einfache Rechnung zeigt, dalj das sicher stets erftillt ist, wenn nur die 
Diskriminante von k, griiBer ist als 140. 
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